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I
n

tr
o

d
u

c
tio

n

Q
u’est-ce

qu’une
décision

?

C
hoix

entre
plusieurs

objets
ou

actions
possibles

en
fonction

de
la

connaissance
donton

dispose
sur

le
contexte

du
choix

etd’objectifs
à

atteindre,exprim
és

par
des

préférences

Plusieurs
types

de
décision

:

•
D

écision
m

icroscopique
:beaucoup

de
décisions

élém
entaires

à
prendre

(ex
:

décision
de

précédence
entre

tâches
dans

un
plan)com

binatoire
à

gérer,critères
sim

plifiés,aspecttem
porel

•
D

écision
m

acroscopique
:un

choix
de

hautniveau
parm

iquelques
alternatives

(choix
d’un

site
pour

une
centrale)pas

de
com

binatoire
m

ais
évaluation

com
plexe,statique
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D
im

e
n

s
io

n
s

d
’u

n
p

r
o

b
lè

m
e

d
e

d
é
c
is

io
n

•
O

bjectifs
sim

ples
ou

m
ultiples

•
Tem

ps

•
Incertitude

sur
l’étatdu

m
onde

D
é
c
is

io
n

m
u

ltic
r
itè

r
e

e
n

e
n

v
ir

o
n

n
e
m

e
n

t
c
o
n

n
u

difficulté
:form

ulation
des

objectifs,arbitrage

D
é
c
is

io
n

m
o
n

o
-c

r
itè

r
e

e
n

e
n

v
ir

o
n

n
e
m

e
n

t
p
a
r
tie

lle
m

e
n

t
in

c
o
n

n
u

difficulté
:intégrerl’incertain

dans
le

critère

D
é
c
is

io
n

s
é
q
u

e
n

tie
lle

:planification
de

séquences
d’actions

difficulté
:com

binatoire
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F
o

r
m

a
lis

a
tio

n
d

’u
n

p
r
o

b
lè

m
e

d
e

d
é
c
is

io
n

s
ta

tiq
u

e

s
o

u
s

in
c
e

r
titu

d
e

"
1

a
g

e
n

t
c
o

n
tr

e
la

n
a

tu
r
e
"

•
S
=

{1,...n}
:ensem

ble
d’états

possibles
du

m
onde

•
D

:ensem
ble

de
décisions

(actions):
d
,f

∈
D

•
X

:ensem
ble

de
conséquences

possibles
des

actions
:
x
∈
X

•
U

ne
décision

estune
application

d
:
S
�→

X

d
(s)

=
x

conséquence
de

la
décision

d
dans

l’état
s

P
r
o

b
lè

m
e

:Étantdonné
une

c
o

n
n

a
is

s
a

n
c
e

partielle
surl’étatdu

m
onde

etune

relation
de

p
r
é

f
é

r
e

n
c
e

sur
X

,construire
une

relation
de

préférence
sur

D
,afin

de

classer
/

com
parer/

optim
iserles

décisions4



E
x

e
m

p
le

(S
a

v
a
g

e
)

:
F

a
ir

e
u

n
e

o
m

e
le

tte

Ily
a

une
om

elette
à

cinq
oeufs

dans
la

tasse.
Faut-ilcasser

un
6èm

e
oeufdans

la
tasse

?

États
(S

)

oeufsain
oeufpourri

D
écisions

(D
)

casser
l’oeufdans

la
tasse

om
elette

à
6

oeufs
(1)

pas
d’om

elette
(6)

et5
oeufs

gachés

casser
l’oeufà

part
om

elette
à

6
oeufs

om
elette

à
5

oeufs

etun
platà

laver(2)
etun

platà
laver(4)

jeterl’oeuf
om

elette
à

5
oeufs

om
elette

à
5

oeufs
(3)

etun
oeufgâché

(5)
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U
n

a
u

tr
e

e
x

e
m

p
le

Investissem
entim

m
obilier:faut-ilinvestirdans

une
résidence,un

im
m

euble,des
appartem

ents,ou
ne

faire
aucun

investissem
ent??

C
ela

va
dépendre

de
l’étatdu

m
arché

im
m

obilier:Fort,M
oyen

,Faible

États
(S

)

Fort
M

oyen
Faible

D
écisions

(D
)

R
esidence

550
110

-310

Im
m

euble
300

129
-100

A
ppartem

ents
200

100
-32

A
ucun

0
0

0
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A
r
b

r
e

d
e

D
é

c
is

io
n

Fort
M
oyen

Faible

550

110

310

Fort
M
oyen

Faible

300

129

-100

Fort
M
oyen

Faible

200

100

-32

Fort
M
oyen

Faible

000

D
Appartem

ent

Aucune

R
esidence

Im
m
euble

MMMM

D
eux

joueurs
:le

décideur,puis
le

"m
onde"
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R
e

p
r
é

s
e
n

ta
tio

n
d

e
s

p
r
é
f
é
r
e
n

c
e

s

L’ensem
ble

des
consequences

X
estsupposé

ordonné
parun

relation
de

préférence
(com

plète,transitive)

O
n

utilise
souventune

fonction
d’utilité

u
:
X

�→
R

:

u
(
x
)
>

u
(
x
�)ssi

x
estpréfèré

a
x
�

u(x)=
valeur

de
la

consequence
x

pour
le

décideur;subjective
!

•
U

tilité
"qualitative"(ordinale):representation

d’une
relation,

u
ne

vautque
parl’ordre

qu’elle
représente

•
U

tilité
"quantitative"(cardinale):notion

d’intensité
de

preference

u
(x

�)−
u
(x
)≥

u
(y

�)−
u
(y
)

:m
a

satisfaction
augm

ente
plus

sij’obtiens
x
�à

la
place

de
x

que
sij’obtiens

y
�à

la
place

de
y

(x
,y
)⇒

(x
�,y

)
plutotque

(x
,y
)⇒

(x
,y

�)
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C
o

n
n

a
is

s
a
n

c
e
s

s
u

r
l’é

ta
t

d
u

m
o

n
d

e

D
écision

sous
....

•
Ignorance

totale
s
∈
S
�→

Inform
ation

incom
plète

:
s
∈
E

⊆
S

•
Inform

ation
incom

plète
graduelle

:
s
∈
E
1
⊆

E
2
⊆

···⊆
S

•
Incertitude

probabilisée
("risque"):inform

ation
riche

surle
m

onde
(statistiques,historiques),situation

de
décision

répétée

•
Probabilités

im
précises
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1
.

D
é

c
is

io
n

s
o

u
s

ig
n

o
r
a

n
c
e

to
ta

le

O
n

ne
saitrien

sur
l’étatdu

m
onde

;tous
sontequipossibles

D
écision

d
�→

vecteur
de

conséquences
(
d(
s
1 )
,
.
.
.
,
d(
s
n ))∈

X
n

H
ypothèse

m
inim

ale
:
X

estordonné
par≥

(opérateurs
m
ax,m

in)
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D
é
c
is

io
n

s
o

u
s

ig
n

o
r
a
n

c
e

to
ta

le
:

m
a
x

im
a

x
e

t
m

a
x

im
in

•
M

axim
in

(critère
de

"W
ald")–

le
critère

du
décideurpessim

iste
:

on
choisitla

décision
quià

la
plus

grande
utilité

m
inim

ale
(la

"m
oins

pire")

M
a
x
im

is
e
r

U
∗ (
d)

=
m
in

s∈
S
d(
s)

•
M

axim
ax

–
le

critère
du

décideur
optim

iste
:

on
choisitla

décision
quià

la
plus

grande
utilité

m
axim

ale

M
a
x
im

is
e
r

U
∗(
d)

=
m
ax

s∈
S
d(
s)

C
lassem

ent:selon
U
∗

(resp.
U

∗)décroissant,bien
sur
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D
é

c
is

io
n

s
o

u
s

ig
n

o
r
a
n

c
e

to
ta

le
:

m
a
x
im

a
x

e
t

m
a

x
im

in
(2

)

Fort
M

oyen
Faible

U
∗

U
∗

R
esidence

550
110

-310
-310

550

Im
m

euble
300

129
-100

-100
300

A
ppartem

ents
200

100
-32

-32
200

A
ucun

0
0

0
0

0

M
axim

in
-critère

pessim
iste

(U
∗ ):on

n’achète
rien

M
axim

ax
-critère

optim
iste

(U
∗):on

achète
une

residence
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D
é
c
is

io
n

s
o

u
s

ig
n

o
r
a

n
c
e

:
p

r
in

c
ip

e
d

e
L

a
p

la
c
e

Principe
de

l’opportunité
égale

de
tous

les
états

de
la

nature
(un

peu
plus

que
de

l’ignorance
....)

M
a
x
im

is
e
r

la
c
o
n

s
é
q
u

e
n

c
e

m
o
y
e
n

n
e
L
(
d)

=
(1
/|S|)

.Σ
s
d(
s)

H
ypothèse

im
plicite

X
estcardinal:

X
⊆

R
(som

m
e,produit,etc)

Pb
:D

ans
la

réalité
decideurs

ne
sontpas

indifférents
un

paris
ou

une
décision

certain
de

m
êm

e
m

oyenne,e.g.
(100

,−
100)et

(0
,0)

(généralem
ent,aversion

au
risque)13



P
r
in

c
ip

e
d

e
L

a
p

la
c
e
�→

u
tilité

m
o

y
e
n

n
e

(B
e

r
n

o
u

illi)

Principe
de

l’opportunité
égale

+
prise

en
com

pte
d’une

utilité
des

conséquences
(�=

valeur
m

onétaire
de

la
conséquence,en

général).

Fonction
d’utilité

u
:
X

�→
R

•
concave

—
forte

prim
e

quand
on

d’éloigne
des

m
auvaises

conséquences
–

pessim
ism

e,prudence,aversion
pourle

risque
("risk

adverse"):
a
b
s(
u
(−

100))
>
>

a
b
s(
u
(100))

•
convexe

:optim
ism

e
,attirance

pour
le

gain

•
linéaire

:neutralité

14



P
r
in

c
ip

e
d

e
L

a
p

la
c
e
�→

u
tilité

m
o

y
e
n

n
e

(B
e

r
n

o
u

illi)

Principe
de

l’opportunité
égale

+
prise

en
com

pte
d’une

utilité
des

conséquences

Fonction
d’utilité

u
:
X

�→
R

M
axim

iserl’u
tilitém

oyenne
des

conséquences
M

a
x
im

is
e
r
L
(
d)

=
(1
/|S|)Σ

s
u
(
d(
s))

Bernoulli:utilité
logarithm

ique
m

axim
iser

B
(
d)

=
(1
/|S|)Σ

s
ln
(
d(
s))
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C
r
itè

r
e

d
e

l’u
tilité

m
o

y
e
n

n
e

(fi
n

)

M
axim

iser
L
(
d)

=
(1
/|S|)

.Σ
s
u
(
d(
s))

•
Sensible

à
de

petites
variations

des
gains

•
Sensible

à
l’ajoutd’un

état

•
A

dapté
à

des
décisions

répétées

•
Finalem

ent,m
etaussisur

un
pied

d’égalité
des

décisions
très

différentes
(ex

:
(
u
=

100
,
u
=

−
100)et

(
u
=

0
,
u
=

0)).
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R
e

g
r
e

t
m

in
im

a
l

(S
a

v
a
g

e
)

...O
n

risque
de

le
regretter

...

•
U

tilité
de

la
décision

idéale
pour

l’état
s

:
m
ax

d
�
u
(
d
�(
s))

•
R

egret(postm
ortem

)à
avoir

choisit
d

dans
l’état

s
:

r(
d
,
s)

=
m
ax

d
�
u
(
d
�(
s))−

u
(
d(
s))

•
R

egretau
pire

cas
pour

d
=
R
(
d)

=
m
ax

s
r(
d
,
s)

M
in

im
is

e
r
R
(
d)

=
m
ax

s (m
ax

d
�
u
(
d
�(
s))−

u
(
d(
s)))

C
lasserpar

R
(
d)croissant

17



D
é
c
is

io
n

s
o

u
s

ig
n

o
r
a
n

c
e

to
ta

le
:

r
e
g

r
e
t

m
in

im
a

l
(2

)

Fort
M

oyen
Faible

Fort
M

oyen
Faible

R
egret

m
ax

R
esidence

550
110

-310
0

129
-110

0
-(-310)

310

Im
m

euble
300

129
-100

550
-300

129
-129

0
-(-100)

250

A
ppartem

ents
200

100
-32

550
-200

129
-100

0
-(-32)

350

A
ucun

0
0

0
550

-0
129

-0
0

-0
550

u
m

ax
550

129
0

M
inim

iser
le

regretm
ax

:acheter
un

im
m

euble
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D
é
c
is

io
n

s
o

u
s

ig
n

o
r
a

n
c
e

:
C

r
itè

r
e

d
e

H
u

r
w

ic
z

M
odulerentre

pessim
ism

e
etoptim

ism
e

M
a
x
im

is
e
r
H
(
d)

=
α
.
m
i
n
s
u
(
d(
s))

+
(1

−
α
)
.
m
a
x
s
u
(
d(
s))

A
ttitude

vis-à-vis
du

risque
m

odélisée
par

α
:

•
α
=

1
pessim

ism
e

•
α
=

0
optim

ism
e

Peutêtre
plus

proche
de

l’utilité
m

oyenne
que

des
utilités

qualitatives
(m

axim
in,m

axim
ax):effetde

com
pensation

19



D
é
c
is

io
n

s
o

u
s

ig
n

o
r
a

n
c
e

•
M

axim
ax

:sur
optim

iste,noyade
(m

ax(10
,0)

=
m
a
x
(10

,10))

•
W

ald
(m

axim
in):sur

pessim
iste,noyade

•
R

egret:difficile
à

calculer,noyade
(regret

m
a
x)

•
H

urw
icz

:arbitrage
entre

pessim
ism

e
etoptim

ism
e,

noyade
quand

m
êm

e

•
Laplace,Bernoulli:ok

pour
des

décisions
répétées

car
com

pensatoire
;sinon,utiliser

des
utilités

à
grandes

m
arches

•
A

lternative
:com

paraison
lexim

in
des

utilités

Principe
de

Pareto
strict:sipourtout

s,u
(d
(s))≥

u
(b(s))

etqu’ilexiste
s
∗

telque

u
(d
(s))

>
u
(b(s)),

alors
d

doitêtre
préférée

à
b.

20



D
é
c
is

io
n

s
o

u
s

ig
n

o
r
a
n

c
e

to
ta

le
:

le
x

im
in

R
attraper

le
faible

pouvoir
de

décision
du

m
axim

in
en

raffinant
l’ordre

qu’ilpropose.

L’idée
estdonc

d’ôter
les

paires
d’utilités

m
inim

um
égales

avantde
prendre

le
m

in,jusqu’à
ce

qu’ils
soientdifférents.

Ici:
(4
,2
,3
,2)?(2

,4
,2
,2)→

(4
,3
,2)?(4

,2
,2)→

(4
,3)?(4

,2)

(4
,3)

>
m
in

(4
,2)donc

(4
,2
,3
,2)

>
le
x
im

in
(2
,4
,2
,2)

21



L
e
lexim

in
(2

)

O
rdre

lexim
in

=
tris

non
décroissantdes

vecteurs,
puis

ordre
lexicographique

(inverse)

Exem
ples

:

(1
,2
,3
,4)

=
lex

im
in
(4
,2
,1
,3),car

(1
,2
,3
,4)⇐

⇒
(1
,2
,3
,4)

(4
,2
,3
,2)�

lex
im

in
(9
,2
,2
,2),car

(2
,2
,3
,4)précède

(2
,2
,2
,9)dans

l’ordre
lexicographique

inverse

L’ordre
lexim

in
r
a
ffi

n
el’ordre

induitpar
le

m
axim

in
:

d
�

m
a
x
im

in
d
�⇒

d
�

lex
im

in
d
�

Le
Lexim

in
peutêtre

approché
"aussiprès

que
l’on

veut"parune
m

oyenne
d’utilités

concaves
à

grandes
m

arches.
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D
é
c
is

io
n

s
o

u
s

ig
n

o
r
a
n

c
e

to
ta

le
:

p
r
o

p
r
ié

té
s

•
Tous

ces
critères

sontdes
critères

d’utilité
agrégée

:
vecteur

d’utilités�→
utilité

num
érique

(∈
R
,N

)

D
é
fi

n
is

s
e
n

t
d
e
s

p
r
é
fé

r
e
n

c
e
s

tr
a
n

s
itiv

e
s

s
u

r
le

s
d
é
c
is

io
n

s

•
M

axim
ax,R

egret,W
ald

:ne
satisfontpas

le
p
r
in

c
ip

e
d
e

P
a
r
e
to

s
tr

ic
t

Principe
de

Pareto
:sipour

tout
s,u

(d
(s))≥

u
(b(s))

etqu’ilexiste
s
∗

telque

u
(d
(s))

>
u
(b(s)),alors

d
doitêtre

préférée
à
b.

•
M

axim
ax,R

egret,W
ald

:
ne

satisfontpas
le

p
r
in

c
ip

e
d
e

la
c
h
o
s
e

s
u

r
e

23



D
é

c
is

io
n

s
o

u
s

ig
n

o
r
a
n

c
e

to
ta

le
:

p
r
o

p
r
ié

té
s

(2
)

P
r
in

c
ip

e
d
e

la
c
h
o
s
e

s
û

r
e:si

f
et

g
ontla

m
êm

e
conséquence

pourun
état

s,la
préférence

entre
les

deux
décisions

ne
dépend

pas
d

cette
conséquence.

Ex
:
(f

1,..,f
n
−
1 ,h

)�
(g1,..,g

n
−
1 ,h

)
⇐
⇒

(f
1,..,f

n
−
1 ,h

�)�
(g1,..s,g

n
−
1 ,h

�)

Laplace,Lexim
in

satisfontle
principe

de
la

chose
sûre

M
axim

ax,R
egret,W

ald
ne

satisfontpas
le

principe
de

la
chose

sûre
Eg.:

(−
4,−

100)
et

(−
5,−

100)
sontindifférents

pour
M

axim
in,R

egret(ideal
(0,0))

m
ais

(−
4,0)

estpréférée
à
(−

5,0)
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D
é
c
is

io
n

s
o

u
s

ig
n

o
r
a
n

c
e

to
ta

le
:

p
r
o

p
r
ié

té
s

(3
)

•
Tous

ces
critères

sontdes
critères

d’utilité
agrégée

:
vecteur

d’utilités�→
utilité

num
érique

(∈
R
,N

)

D
é
fi

n
is

s
e
n

t
d
e
s

p
r
é
fé

r
e
n

c
e
s

tr
a
n

s
itiv

e
s

s
u

r
le

s
d
é
c
is

io
n

s

•
M

axim
ax,R

egret,W
ald

:ne
satisfontpas

le
p
r
in

c
ip

e
d
e

P
a
r
e
to

s
tr

ic
t

nile
principe

de
la

chose
sûre

•
R

egret:difficile
à

calculer,

•
Laplace

:ok
Pareto,com

pensatoire
(décision

répétée)

•
Lexim

in
:ok

Pareto,prudent,non
com

pensatoire
bien

que
de

type
m

oyenne
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2
.

D
é

c
is

io
n

s
o

u
s

in
f
o

r
m

a
tio

n
in

c
o

m
p

lè
te

g
r
a

d
u

e
lle

,

u
tilité

s
q

u
a

lita
tiv

e
s
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D
é

c
is

io
n

s
o

u
s

in
f
o

r
m

a
tio

n
in

c
o

m
p

lè
te

C
onnaissance

:
s
∈
E

⊂
S

•
Principe

de
l’opportunité

égale,dans
E

:M
axim

iserl’utilité
m

oyenne
L
(
d)

=
(1
/|E

|)Σ
s∈

E
u
(
d(
s))

•
M

axim
in

:M
axim

iser
l’utilité

m
in

dans
E

U
∗ (
d)

=
m
in

s∈
E

u
(
d(
s))

•
M

axim
ax

sur
E

,M
in

regretsur
E

,etc.
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D
é

c
is

io
n

s
o

u
s

in
f
o

r
m

a
tio

n
in

c
o

m
p

lè
te

g
r
a

d
u

e
lle

C
onnaissance

:
s
∈
E

1
⊆

E
2
⊆

.
.
.
E

n
⊆

Y

Ensem
bles

d’intervalles
d’erreur

em
boîtés,de

E
1

(le
plus

optim
iste)à

E
n

(le
plus

pessim
iste) a

Exem
ple

:"environ
2h"durée

(m
alconnue)d’une

tâche
à

executer:
pas

m
oins

de
1h45

niplus
de

2h15,

E
1
=

[1
h
55

,2
h
05],

E
2
=

[1
h
50
,2
h
10],

E
3
=

[1
h
45
,2
h
15]

aO
n

ditaussique
E

=
(E

1
...E

n
)

estun
ensem

ble
"flou"ou

"graduel"
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T
h

é
o

r
ie

d
e
s

p
o

s
s
ib

ilité
s

C
onnaissance

:
y
∈
E

1
⊆

E
2
⊆

.
.
.
E

n
⊆

Y

R
eprésentée

parune
distribution

de
possibilité

π
:
Y

�→
[0
,1]

π
(
v)estim

e
dans

quelle
m

esure
ilestpossible

que
v

soitla
val.de

y
:

π
(
v)

>
π
(
v
�)ssi

v
estplus

plausible
que

v
�

•
π
(v
)
=

1
si
v
∈
E

1
:toutà

faitpossible

•
π
(v
)
=

0
si
v

extérieur
à
E

n
:im

possible

•
π
(v
)
>

π
(v

�)
:
v

estune
valeurplus

plausible
que

v
�:

v
∈
E

i ,v
�∈

E
j \

E
i ,i

<
j

E
1
=

{v
,π

(v
)
=

1}
estle

noyau
de

π
(valeurs

les
plus

possibles)

E
n
=

{v
,π

(v
)
>

0}
estle

supportde
π(valeurs

non
im

possibles)
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T
h

é
o

r
ie

d
e
s

p
o

s
s
ib

ilité
s

C
onnaissance

:
y
∈
E

=
(
E

1
.
.
.
E

n )

�→
représentée

par
π

une
distribution

sur
les

valeurs
de

y

E
s
tim

e
r

la
c
o

n
fi

a
n

c
e

e
n

la
r
é
a
lis

a
tio

n
é
v

é
n

e
m

e
n

t
"
y
∈
A

"

•
Π
(
A
)
=

s
u
p
v∈

A
π
(
v):s’appuie

sur
le

cas
le

plus
favorable

à
A

–
égalà

1
si
A

contientune
valeur

totalem
entpossible

–
égalà

0
si
A

ne
contientque

des
valeurs

totalem
entim

possible

•
N
(
A
)
=

1
−
Π
(
A
)
=

1
−
s
u
p
v
/∈
A
π
(
v)

:s’appuie
surle

cas
le

plus
favorable

de
l’événem

entcontraire

–
égalà

1
:
A

contienttoutes
les

valeurs
possibles

(support)

–
égalà

0
:
A

ne
contientpas

une
valeur

totalem
entpossible

30



T
h

é
o

r
ie

d
e
s

p
o

s
s
ib

ilité
s

–
e
x

e
m

p
le

y
la

durée
incertaine

d’une
tâche

(probablem
ent25m

n
+-1m

n,
certainem

entpas
m

oins
de

21
niplus

de
29).

Π
(
y
≥

25)
=

Π
(
y
≤

25)
=

1
Π
(
y
≤

23)
=

Π
(
y
≥

27)
=

2
/3

Π
(
y
∈
[20

,30])
=

1
N
(
y
∈
[20

,30])
=

1
:

certain

Π
(
y
∈
[23

,27])
=

1
N
(
y
∈
[23

,27])
=

1
/3

:
relativem

entcertain

Π
(
y
∈
[24

,25])
=

1
N
(
y
∈
[24

,25])
=

0
:

ignorance
totale

surl’ev.

Π
(
y
≥

27)
=

2
/3

N
(
y
≥

27)
=

0
:

peu
plausible,m

ais

pas
totalem

entim
possible

Π
(
y
≥

31)
=

0
N
(
y
≥

31)
=

0
:

totalem
entim

possible
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D
é

c
is

io
n

o
r
d

in
a

le
s
o

u
s

in
f
o

r
m

a
tio

n
in

c
o

m
p

lè
te

g
r
a
d

u
e
lle

u
�→

L
=

[0,1]une
fonction

d’utilité
π
:
S
�→

L
=

[0,1]une
distribution

de
poss.surl’ensem

ble
des

états.
π

supposée
norm

alisée
(∃
s,

t.q.
π
(s)

=
1)

•
π
(s

1 )
>

π
(s

2 )
:
s
1

plus
possible

de
s
2 ,

•
u
(x
)
>

u
(y
)

:
x

strictem
entpréféré

à
y,

•
u
(x
)
=

π
(s)

:la
plausibilité

de
s

estdu
m

êm
e

ordre
que

l’utilité
de

x

–
u
(x
)
=

0
:consequence

inacceptable,π
(s)

=
0

:étatim
possible;

–
u
(x
)
=

1
:consequence

idéale,π
(s)

=
1

:étattoutà
faitpossible

–
M

ê
m

e
é
c
h

e
lle

p
o
u

r
u

e
t
π

L’échelle
L

est
o
r
d

in
a
le

:classe
les

π
(s),u

(x
),rien

de
plus

(typiquem
ent,on

pose
L
=

[0,1],m
ais

toute
transform

ation
ordinalem

ent
equivalentestacceptable)
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D
é
c
is

io
n

o
r
d

in
a
le

:
u

tilité
p

o
s
s
ib

ilis
te

o
p

tim
is

te

π
:
S
�→

L
une

distribution
de

possibilité,

u
:
X

�→
L

une
fonction

d’utilité
,
m

ê
m

e
é
c
h

e
lle

L

A
pproche

optim
iste

:
m

axim
iser

la
possibilité

d’obtenir
de

bonnes
conséquences

m
a
x
im

is
e
r
U
O
P
T
(
d)

=
m
ax

s∈
S
m
in
(
π
(
s)
,
u
(
d(
s)))

U
O
P
T

utilise
les

conséquences
h
a
u

te
s

e
t

p
la

u
s
ib

le
spourévaluerles

décisions

Par
exem

ple,avec
L
=

0
≤

0.1
≤

0.6
≤

0.8
≤

1,

s
1

s
2

s
3

u
(f

(s))
0.6

0.8
1

π
(s)

1
0.1

0

U
O
P
T
,
π
,
µ
(f

)
=

m
ax{m

in{1,0.6},m
in{0.1,0.8},m

in{1,0}}
=

0.6
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U
tilité

p
o

s
s
ib

ilis
te

o
p

tim
is

te

U
O
P
T
(
d)

=
m
ax

s∈
S
m
in
(
π
(
s)
,
u
(
d(
s)))

Ignorance
totale

:
π
(
s)

=
1
∀
s,

�→
U
O
P
T
(
d)

=
m
ax

s∈
S
m
in
(1
,
u
(
d(
s)))

=
U

∗(
d)

G
énéralise

le
critère

m
axim

ax

Souventtrop
optim

iste
:
U
O
P
T
=

1
dès

qu’une
conséquence

idéale
est

totalem
entpossible

(la
possibilité

d’avoir
une

très
m

auvaise
conséquence

peutrester
forte

!)
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U
tilité

p
o

s
s
ib

ilis
te

p
e
s
s
im

is
te

R
anger

les
actes

en
fonction

de
leur

utilité
pessim

iste

m
a
x
im

is
e
r
U
P
E
S
(
d)

=
m
in

s∈
S
m
ax(1

−
π
(
s)
,
u
(
d(
s)))

O
n

élim
ine

les
situations

peu
plausibles

(
1
−
π
(
s)haut);on

se
focalise

sur
les

pires
des

situations
relativem

entplausibles

U
P
E
S

utilise
les

conséquences
m

a
u

v
a
is

e
s

e
t

p
la

u
s
ib

le
s

pourévaluerles
décisions

Par
exem

ple,avec
L
=

[0,1],

s
1

s
2

s
3

u
(d
(s))

0.9
0.2

0.6

π
(s)

1
0.3

0.7

U
P
E
S
(f

)
=

m
in{m

ax{1
−

1,0.9},m
ax{1

−
0.3,0.2},m

ax{1
−

0.7,0.6}}
=

m
in
(0.9,0.7,0.6)

=
0.6
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U
tilité

p
o

s
s
ib

ilis
te

p
e
s
s
im

is
te

U
P
E
S
(
d)

=
m
in

s∈
S
m
ax(1

−
π
(
s)
,
u
(
d(
s)))

Ignorance
totale

:
π
(
s)

=
1
∀
s,

�→
U
P
E
S
(
d)

=
m
in

s∈
S
m
ax(1

−
1
,
u
(
d(
s)))

=
U
∗ (
d)

U
P
E
S

généralise
le

critère
de

W
ald.36



U
tilité

p
o

s
s
ib

ilis
te

:
u

tilité
d

e
p

a
r
is

x
A
y

dénote
la

décision
de

conséquence
x

pourles
états

de
A

,
y

sinon.
x
A
y

estun
"Pari"sur

A
(
x
>

y
)

U
P
E
S
(1
A
0)

=
m
in
(m

in
s∈

A
m
ax(1

−
π
(
s)
,1)

,m
in

s∈
A
m
ax(1

−
π
(
s)
,0)

=
m
in

s∈
A
1
−
π
(
s)

=
N
(
A
)

U
P
E
S
(
x
A
y)

=
m

ediane(
u
(
x
)
,
N
(
A
)
,
u
(
y))

U
O
P
T
(
x
A
y)

=
m

ediane(
u
(
x
)
,Π

(
A
)
,
u
(
y))

U
O
P
T
(1
A
0)

=
Π
(
A
)

A
suffisam

m
entcertain

de
A

:le
D

M
"croit"en

la
cons.

x
:

U
P
E
S
(x
A
y
)
=

u
(x
)

A
trop

peu
certain

de
A

:le
D

M
"croit"en

la
cons.

y
:

U
P
E
S
(x
A
y
)
=

u
(y
)

Sinon
l’utilité

de
la

décision
reflète

sa
certitude

en
A

:
U

P
E
S
(x
A
y
)
=

N
(A

)
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U
tilité

s
o

r
d

in
a
le

s
,

g
é
n

é
r
a
lis

a
tio

n

U
P
E
S
(
f
)
=

m
in

s∈
S
m
ax(1

−
π
(
s)
,
u
(
d(
s)))

=
m
ax

λ∈
L
m
i
n
(
λ
,
N
(
F
λ ))

U
O
P
T
(
d)

=
m
ax

s∈
S
m
in
(
π
(
s)
,
u
(
d(
s)))

=
m
ax

λ∈
L
m
i
n
(
λ
,Π

(
F
λ ))

où
F
λ
=

{
s
,
u
(
f
(
s))≥

λ}
:ensem

ble
des

états
donnantbonne

conséquence
("bonne"=

utilité
au

m
oins

λ)

U
P
E
S
(f

)
:nécessité

d’avoirune
bonne

conséquence
en

choisissant
f

U
O
P
T
(f

)
:possibilité

d’avoirune
bonne

conséquence
en

choisissant
f

A
partir

d’une
probabilité

P
on

pourraitconstruire:
U
P
(
d)

=
M

a
x
λ∈

L
m
i
n
(
λ
,
P
(
F
λ ))
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M
e
s
u

r
e

s
d

e
c
o

n
fi

a
n

c
e
,
c
a
p

a
c
ité

s

N
,Π

,com
m

e
les

m
esures

de
probabilité

P
sontdes

m
esures

de
confiance

d’événem
ents

C
e

sontfonctions
m

onotones
(ou

"capacités")associantune
degré

confiance
entre

0
et

1
à

toutévénem
ent

Form
ellem

ent
µ

estune
capacité

ssi

•
µ
(∅)

=
0,

•
µ
(
S
)
=

1,

•
A

⊆
B

=⇒
µ
(
A
)≤

µ
(
B
)

Exem
ples

:m
esure

de
Probabilité,de

Possibilité,de
N

écessité,
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C
a

p
a
c
ité

s
:

p
r
o

b
a

b
ilité

s
in

f
é
r
ie

u
r
e
s

e
t

s
u

p
é
r
ie

u
r
e

s

Inform
ation

:"un
tiers

des
boules

estrouge,le
reste

bleu
ou

vert".

Q
uestion

:probabilité
de

"bleu
ou

rouge"?
�→

au
m

oins
1
/3,au

plus
1

Travailler
sur

l’ensem
ble

F
=

{
P
,
P
(
R
o
u
g
e)

=
1
/3
,
P
(
B
le
u
)
+

P
(
V
e
r
t)

=
2
/3}

de
toutes

les
m

esures
de

probabilité
com

patibles
avec

l’inform
ation

C
alculerdes

m
esures

inférieure
etsupérieure

de
la

probabilité
P
∗ (
B
le
u
)
=

0,
P
∗ (
V
e
r
t)

=
0,
P
∗ (
R
o
u
g
e)

=
1
/3,

P
∗ (
B
le
u
o
u
R
o
u
g
e)

=
1
/3,
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C
a

p
a
c
ité

s
:

p
r
o

b
a

b
ilité

s
in

f
é
r
ie

u
r
e
s

e
t

s
u

p
é
r
ie

u
r
e

s

F
un

ensem
ble

de
m

esures
de

probabilité.

P
∗ (
A
)
=

i
n
f
p∈

F
P
(
A
)

e
s
t

la
m

e
s
u

r
e

d
e

p
r
o
b
a
b
ilité

in
fé

r
ie

u
r
e

a
s
s
o
c
ié

e
à
F

P
∗(
A
)
=

s
u
p
p∈

F
P
(
A
)

e
s
t

la
m

e
s
u

r
e

d
e

p
r
o
b
a
b
ilité

s
u

p
é
r
ie

u
r
e

a
s
s
o
c
ié

e
à
F

P
∗

et
P

∗
sontdes

capacités,
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U
tilité

s
o

r
d

in
a
le

s
(in

té
g

r
a
le

s
d

e
S

u
g

e
n

o
)

C
onnaissances

:
µ
:
S
�→

L
=

[0,1];

Préférences
:

u
:
X

�→
L
=

[0,1]
�→

une
échelle

c
o
m

m
u

n
e
L

µ
(A

)
>

µ
(B

)
:
A

plus
plausible

que
B

,
u
(x
)
>

u
(y
)

:
x

strictem
entpréféré

à
y,

u
(x
)
=

µ
(a
)

:la
plausibilité

de
a

estdu
m

êm
e

ordre
que

l’utilité
de

x

M
a
x
im

is
e
r
S
u
g
µ
,u (

f
)
=

M
a
x
λ∈

L
m
i
n
(
λ
,
µ
(
F
λ ))

F
λ
=

{
s
,
u
(
f
(
s))≥

λ}
:ensem

ble
des

états
donnantun

bonne
conséquence

("bonne"=
au

m
oins

λ)
Évalue

f
parla

m
eilleure

de
ses

conséquences
suffisam

m
ent

plausible,au
sens

de
la

m
esure

de
confiance

µ
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U
tilité

s
o

r
d

in
a
le

s
(in

té
g

r
a
le

s
d

e
S

u
g

e
n

o
)

S
u
g
µ
,u (

f
)
=

M
a
x
λ∈

L
m
i
n
(
λ
,
µ
(
F
λ ))

•
N

’utilise
que

la
dim

ension
ordinale

de
L

(rangem
ent):

–
seulem

entdes
operations

de
m

in
etde

m
ax.

–
S
u
g
µ
,u (

x
A
y)

=
m

édiane
(
x
,
y
,
µ
(
A
))

–
A

dapté
à

l’utilisation
d’inform

ation
pauvre,qualitative

•
A

ttitude
face

au
risque

–
µ

estune
probabilité

inférieure
(e.g.

N
):pessim

ism
e

–
µ

estune
probabilité

supérieure
(e.g.

Π
):optim

ism
e

•
G

énère
un

nom
bre

lim
ité

de
classes

d’équivalence
(pas

plus
que

de
"barreaux"dans

L
)
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C
o

m
m

e
n

t
p

a
r
a

m
e
tr

e
r

u
n

e
r
è
g

le
d

e
d

é
c
is

io
n

o
r
d

in
a

le

(in
té

g
r
a
le

d
e

S
u

g
e
n

o
)

H
ypothèse

:on
a

établiau
préalable

que
le

décideurutilise
(ou

veut
utiliser)une

utilité
ordinale

:tester
les

axiom
es

de
la

théorie.

S
u
g
µ
,u (

f
)
=

M
a
x
λ∈

L
m
i
n
(
λ
,
µ
(
F
λ ))donc

•
S
u
g
µ
,u (

x
A
y)

=
m
e
d
i
a
n
e(
u
(
x
)
,
µ
(
A
)
,
u
(
y))(pour

x
>

y)

•
S
u
g
µ
,u (1

A
0)

=
µ
(
A
),

•
S
u
g
µ
,u (

x
)
=

u
(
x
)

Sihypothèse
que

toute
décision

possède
un

équivalentcertain
�→

L
=

X
.

R
este

à
éliciter

µ
en

com
parantles

"paris"
1
A
0

aux
actes

constants.

Sim
plifications

sion
connaîtdes

propriétés
de

µ
(sic’estun

Π
,un

N
)
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3
.

D
é

c
is

io
n

d
a

n
s

le
r
is

q
u

e
(p

r
o

b
a

b
ilis

é
)

:

u
tilité

e
s
p

é
r
é

e

Étatde
connaissance

"riche"=
representable

parune
une

distribution
de

probabilité
p
:
S
�→

[0
,1]

n
u

m
é
r
iq

u
e

2
interprétations

:

•
statistique

:décritla
variabilité

d’observations
précises;

observation
répétée

du
phénom

ène

•
subjective

:exprim
e

les
croyances

d’un
agent(prévue

pour
l’inform

ation
incom

plète,pas
forcém

entrépétable)
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P
r
o

b
a

b
ilité

s
q

u
a
lita

tiv
e
s

(s
u

b
je

c
tiv

e
s
)

H
ypothèse

:les
connaissances

sontreprésentables
parune

relation
de

probabilité
(ou

"probabilité
qualitative"),i.e.

une
relation

�
sur

les
événem

ents
A

⊆
S

,telque
:

•
�

com
plet,reflexif,transitif(p

r
e
o
r
d
r
e)

•
A

⊆
B

=⇒
B

�
A

(donc
S
�

A
�

∅∀
A

)

•
∀
A
,
B
,
C

disjoints
,
A

�
B

⇐
⇒

A
∪
C

�
B

∪
C

(condition
de

preadditivité)

D
ans

la
plupartdes

cas,ilexiste
une

distribution
de

probabilité
p

codant≥
,i.e.telle

que
:
P
(
A
)≥

P
(
B
)
⇐
⇒

A
≥

B

46



C
r
itè

r
e

d
e

l’u
tilité

e
s
p

é
r
é
e

M
a
x
im

is
e
r
U
E
(
d)

=
Σ
s
p(
s)

.
u
(
d(
s))

Sous
l’hypothèse

u
(
x
)
=

x
:m

axim
iser

l’espérance
de

gain;

Fort
M

oyen
Faible

U
E

p

p
0.3

0.4
0.3

R
esidence

550
110

-310
116

Im
m

euble
300

129
-100

111,6

A
ppartem

ents
200

100
-32

90,4

A
ucun

0
0

0
0
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P
a

r
a

d
o

x
e

d
e

S
a
in

t
P

e
te

r
s
b

o
u

r
g

M
axim

iserl’espérance
de

gain
E
G
(
d)

=
Σ
s
p(
s)

.
d(
s)?

Soitle
jeu

suivant,pourun
droitde

x
euros

:on
lance

en
l’airune

pièce
de

m
onnaie.Siface

apparaît,la
banque

paie
2

euros
au

joueur,eton
arrête

le
jeu.Sinon,on

relance
la

pièce.Siface
apparaît,la

banque
paie

4
euros,eton

arrête
le

jeu.Sinon,on

relance
la

pièce.Siface
apparaît,la

banque
paie

8
euros

au
joueur,etainside

suite.D
onc,siface

apparaîtpour
la

prem
ière

fois

au
n-ièm

e
lancer,la

banque
paie

2
n

euros
au

joueur.

G
ain

espéré
Σ
n
=
1
,+

∞
(1
/2)

n
×
2
n
−
x
=

+
∞

,
donc

x
pourraitêtre

aussigrand
que

l’on
veut

Peu
de

gens
accepteraientde

parier
leur

fortune
surce

jeu
!!!
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P
a

r
a

d
o

x
e

d
e

S
a
in

t
P

e
te

r
s
b

o
u

r
g

Les
decideurs

n’utilisentpas
un

critère
de

m
axim

isation
du

gain
espéré

�→
m

ise
en

evidence
de

l’aversion
pourle

risque

M
axim

iserl’espérance
de

l’
u

tilité
d
u

g
a
in

U
E
(
d)

=
Σ
s
p(
s)

.
u
(
d(
s))

•
Bernoulli,pour

le
paradoxe

de
SaintPetersbourg

:
u
(x
)

estlogarithm
ique

•
utilité

concave
:pessim

ism
e,prudence,aversion

pourle
risque.

Explique
les

com
portem

ents
d’assurance.

•
utilité

convexe
:optim

ism
e

,attirance
pourle

gain

•
linéaire

:neutralité
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T
h

é
o

r
ie

d
e

la
d

é
c
is

io
n
�→

u
tilité

e
s
p

é
r
é

e

L’utilité
espérée

à
été

justifiée
axiom

atiquem
ent(e.g.Savage

1954)

"
T

o
u

t
d

é
c
id

e
u

r
«

r
a
tio

n
n

e
l»

u
tilis

e
le

c
r
itè

r
e

d
e

l’u
tilité

e
s
p

é
r
é
e
"

i.e.ilexiste
une

fonction
d’utilité

sur
X

etune
distribution

de
probabilité

sur
S

telle
que

le
décideur

préfère
f

à
g

ssi
E
U
(f

)≥
E
U
(g))

R
ationnel???

principalem
ent:

•
La

préférence
du

décideur�
sur

X
S

estcom
plète

ettransitive
(pas

d’incom
parable,transitivité

y
com

pris
de

l’indifférence)

•
Principe

de
la

chose
sure

:
∀
f
,h

,h
,h

�∈
X

S
,∀

A
⊆

S
:
f
A
h
�

gA
h

⇐
⇒

f
A
h
��

gA
h
�

Plus
des

axiom
es

plus
techniques

e.g.
X

continu,connexe
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R
e
to

u
r

s
u

r
le

s
p

r
o

b
a

b
ilité

s
s
u

b
je

c
tiv

e
s

H
ypothèse

:le
décideur

satisfaitles
axiom

es
de

Savage
donc

utilise
une

utilité
espérée

pourcom
parer

ses
décisions.

Eliciterles
probabilités

en
posantdes

choix
entre

deux
décisions

:

•
Paris

de
coût

x
:gagner

y
si
A

advient,0
sinon

U
E
((y−

x
)A

(−
x
)
=

(u
(y
)−

u
(x
))
.P

(A
)+

(−
x
)
.(1−

P
(A

))
=

u
(y
)
.P

(A
)−

u
(x
)

•
N

e
pas

parier:utilité
espérée

U
E
(0)

=
0.

Le
décideurparie

à
partirdu

m
om

entoù
u
(y
)
.
P
(A

)−
u
(x
)
>

0

P
(A

)
=

u
(x
)/u

(y
),où

x
estle

prix
m

axim
alque

le
décideur

estprêtà
parier

sur
A

pour
un

gain
de

y

P
r
o
b
a
b
ilité

d
’u

n
é
v

é
n

e
m

e
n

t
A

=
s
o
m

m
e

q
u

e
l’o

n
e
s
t

p
r
ê
t

à
p

a
r
ie

r
s
u

r
A
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C
r
itè

r
e

d
e

l’u
tilité

e
s
p

é
r
é
e

:
p

r
o

p
r
ié

té
s

u
tile

s

•
R

epresentation
num

érique,

•
Principe

de
la

chose
sûre,Pareto,

•
A

dapté
à

une
prise

de
décision

répétée
:les

bons
résultats

com
pensentles

m
auvais

•
C

aractérisations
axiom

atiques
:perm

etd’éliciterles
données

–
Probabilités

(objectives)connues
à

priori
�→

utilisation
d’équivalents

certains
pouréliciter

u
.

–
C

adre
subjectifde

Savage
�→

élicitation
de

u,
P

possible
aussi.

–
N

ote
:des

caractérisations
axiom

atiques
etdes

m
ethodes

l’élicitation
com

parables
existentaussipourles

utilités
qualitatives
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C
r
itè

r
e

d
e

l’u
tilité

e
s
p

é
r
é
e

:
p

r
o

p
r
ié

té
s

•
Suppose

connues
les

probabilités
des

états,sinon,les
éliciter:

pas
sifacile

("forcer"le
décideur

à
choisir)

•
M

aladapté
à

une
inform

ation
pauvre

(�→
théorie

de
la

décision
qualitative;voir

aussiU
E

qualitatives).

•
M

aladapté
à

des
préférences

non
com

pensatoires,à
des

décisions
non

répétables

•
Prise

en
com

pte
de

la
variabilité

des
résultats,aversion

au
risque

...lim
itée

à
la

fonction
d’utilité

•
N

e
rend

pas
com

pte
de

certains
com

portem
ents,toutaussi

rationnels
etfondés

sur
des

préférences
com

pensatoires.
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4
.

U
tilité

(n
o

n
e

s
p

é
r
é

e
s
)

(n
o

n
a

d
d

itiv
e

s
)
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P
a
r
a
x
o

d
e

d
e

E
lls

b
e
r
g

U
rne

=
90

boules,30
rouges

et
60

noires
ou

jaunes.

Tirage
:une

boule.

•
O

ption
A

:recevoir
100

euros
sila

boule
estrouge,rien

sinon.

•
O

ption
B

:recevoir
100

euros
sila

boule
estnoire,rien

sinon.

•
O

ption
C

:recevoir
100

euros
sila

boule
estrouge

ou
jaune,rien

sinon.

•
O

ption
D

:recevoir
100

euros
sila

boule
noire

ou
jaune,rien

sinon.

Préférez
vous

parier
A

ou
parier

B
?

Préférez
vous

parier
C

ou
parier

D
?
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P
a
r
a
x
o

d
e

d
e

E
lls

b
e
r
g

U
rne

=
90

boules,30
rouges

et
60

noires
ou

jaunes.

Tirage
:une

boule.

•
O

ption
A

:recevoir
100

euros
sila

boule
estrouge,rien

sinon.

•
O

ption
B

:recevoir
100

euros
sila

boule
estnoire,rien

sinon.

•
O

ption
C

:recevoir
100

euros
sila

boule
estrouge

ou
jaune,rien

sinon.

•
O

ption
D

:recevoir
100

euros
sila

boule
noire

ou
jaune,rien

sinon.

Les
decideurs

sontsouventprudents
:

•
préfèrent

A
à
B

(on
a
1/3

chances
de

gagner,pour
B

,la
proba

estentre
0

et
2/3)

•
préfèrent

D
à
C

(on
a
2/3

chances
de

gagner,pour
C

,la
proba

estentre
1/3

et
1)
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P
a
r
a
x
o

d
e

d
e

E
lls

b
e
r
g

U
rne

=
90

boules,30
rouges

et
60

noires
ou

jaunes.

•
O

ption
A

:recevoir
100

euros
sila

boule
estrouge,rien

sinon.

•
O

ption
B

:recevoir
100

euros
sila

boule
estnoire,rien

sinon.

•
O

ption
C

:recevoir
100

euros
sila

boule
estrouge

ou
jaune,rien

sinon.

•
O

ption
D

:recevoir
100

euros
sila

boule
noire

ou
jaune,rien

sinon.

Q
u

e
lle

q
u

e
s
o
it
u

,
il

n
’e

x
is

te
p
a
s

d
e

d
is

tr
ib

u
tio

n
d
e

p
r
o
b
a
b
ilité

te
lle

q
u

e

E
U
(
A
)
>

E
U
(
B
)

e
t
E
U
(
C
)
<

E
U
(
D
)

L
e
s

d
e
c
id

e
u

r
s

"
r
a
tio

n
n

e
ls

"
n

’u
tilis

e
n

t
p
a
s

to
u

jo
u

r
s

le
c
r
itè

r
e

d
e

l’u
tilité

e
s
p
é
r
é
e
.
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P
a
r
a

x
o

d
e

d
e

E
lls

b
e
r
g

:

v
io

la
tio

n
d

u
p

r
in

c
ip

e
d

e
la

c
h

o
s
e

s
u

r
e

Principe
de

la
chose

sure
:

∀
f
,
h
,
h
,
h
�∈

X
S
,∀
A

⊆
S
:
f
A
h
�

g
A
h

⇐
⇒

f
A
h
��

g
A
h
�

Ici:

u
(100){

R
}
u
(0){

J}
u
(0){

N
}

>
u
(0){

R
}
u
(0){

J}
u
(100){

N
}

m
ais

u
(100){

R
}
u
(100){

J}
u
(0){

N
}

<
u
(0){

R
}100{

J}
u
(100){

N
}
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P
a

r
a

x
o

d
e

d
e

E
lls

b
e
r
g

:
le

fi
n

m
o

t
d

e
l’a

f
f
a
ir

e

Les
probabilités

de
R

,N
et

J
ne

sontpas
connues

avec
certitude.

Fam
ille

de
m

esures
de

probabilité
F
=

{P
,P

(R
)
=

1/3,P
(N

ou
J
)
=

2/3}.

En
particulier:

P
1 (R

)
=

1/3
P
1 (J

)
=

2/3
P
1 (N

)
=

0

P
2 (R

)
=

1/3
P
2 (J

)
=

0
P
2 (N

)
=

2/3

A
:
E
U
(100{R

}0{J}0{N
})

=
1/3

.
100

:
dans

tous
les

cas.

D
:
E
U
(0{R

}100{J}100{N
})

=
2/3

.
100

:
dans

tous
les

cas.

B
:
E
U
(0{R

}0{J}100{N
})∈

[0
.
100,2/3

.
100]

:
on

évalue
ce

paris
à
0,

s
u

r
P
1,par

prudence

C
:
E
U
(100{R

}100{J}0{N
})∈

[1/3
.
100,1

.
100]

:
on

évalue
ce

paris
à
1/3

.
100,

s
u

r
P
2,par

prudence
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E
x

te
n

s
io

n
d

e
l’U

E
a

u
x

c
a
p

a
c
ité

s
:

I
n

té
g

r
a
le

d
e

C
h

o
q

u
e

t

C
om

m
entcalculer

une
utilité

agreggée
à

partird’une
fonction

d’utilité
u

et
µ

une
capacité

sur
les

événem
ents

?
R

etournons
d’abord

surle
cas

probabiliste

Ex:
3

états,hyp.(non
restrictive):

u
(f

(s
3 ))≥

u
(f

(s
2 ))≥

u
(f

(s
1 )))

U
E
(f

)
=

u
(f

(s
3 )).p(s

3 )
+

u
(f

(s
2 )).p(s

2 )
+

u
(f

(s
1 )).p(s

1 )

U
E
(f

)
=

u
(f

(s
1 ))

.
(p(s

3 )
+

p(s
2 )

+
p(s

1 ))

+
(u
(f

(s
2 ))−

u
(f

(s
1 )))

.
(p(s

3 )
+

p(s
2 ))

+
(u
(f

(s
3 ))−

u
(f

(s
2 )))

.
(p(s

3 ))

N
otations

pourle
cas

general:avec
L
=

λ
m

>
···

>
λ
1

et
F
λ
j
=

{s,u
(f

(s))≥
λ
j }

O
n

p
e
u

t
m

o
n

tr
e
r

q
u

e
,
p
o
u

r
to

u
t
f

,

U
E
(
f
)
=

λ
1
+
�

j=
m
...2 (

λ
j −

λ
j−

1 )
.P

(
F
λ
j )
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E
x

te
n

s
io

n
d

e
l’U

E
a

u
x

c
a
p

a
c
ité

s
:

I
n

té
g

r
a
le

d
e

C
h

o
q

u
e

t

Pour
une

probabilité:

M
axim

iser
U
E
(
f
)
=

λ
1
+
�

j=
m
...2 (

λ
j −

λ
j−

1 )
.
P
(
F
λ
j )

A
vec

L
=

λ
m

>
···

>
λ
1

et
F
λ
j
=

{
s
,
u
(
f
(
s))≥

λ
j }

P
o
u

r
u

n
e

c
a
p
a
c
ité

q
u

e
lc

o
n

q
u

e
µ

M
a
x
im

is
e
r

C
h
(
f
)
µ
=

λ
1
+
�

j=
m
...2 (

λ
j −

λ
j−

1 )
.
µ
(
F
λ
j )

Sugeno
à

partir
de

µ
:

M
axim

iser
S
u
g
µ (
f
)
=

M
a
x
j=

m
...1

m
i
n
(
λ
j
,
µ
(
F
λ
j ))
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I
n

té
g

r
a
le

d
e

C
h

o
q

u
e

t

s
u

r
l’e

x
e
m

p
le

d
e

E
lls

b
e
r
g

C
h
(
f
)
=

�
j=

m
...2 (

λ
j −

λ
j−

1 )
.µ
(
F
λ
j )

+
λ
1

où
µ
=

P
∗

sur
F
=

{
P
,
P
(
R
)
=

1
/3
,
P
(
N

ou
J
)
=

2
/3}.

C
h
(100{

R
}0{

J}0{
N
})

=
(100

−
0)

.1
/3

+
0
.1

=
1
/3

.100

C
h
(0{

R
}0{

J}100{
N
})

=
(100

−
0)

.0
+
0
.1

=
0

C
h
(100{

R
}100{

J}0{
N
})

=
(100

−
0)

.1
/3

+
0
.1

=
1
/3

.100

C
h
(0{

R
}100{

J}100{
N
})

=
(100

−
0)

.2
/3

+
0
.1

=
2
/3

.100
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C
a

s
p

a
r
tic

u
lie

r
s

d
e

l’in
té

g
r
a
le

d
e

C
h

o
q

u
e
t

C
h
(
f
)
=

�
j=

m
...2 (

λ
j −

λ
j−

1 )
.µ
(
F
λ
j )

+
λ
1

•
µ

estune
m

esure
de

probabilité
:
C
h
(
f
)estson

utilité
espérée.

•
µ

estla
borne

inférieur
d’une

fam
ille

de
probabilités

convexe
:

utilité
pessim

iste
à

a
priorim

ultiples

•
µ

peutégalem
entêtre

une
m

esure
de

possibilité,de
nécessité

•
µ

estune
deform

ation
convexe

d’une
m

esure
de

probabilité
(on

sous
évalue

les
probabilités

des
événem

ents
favorables):

C
h
(
f
)estune

"utilité
dependantdu

rang"pessim
iste.
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P
r
o

p
r
ié

té
s

d
e
s

in
té

g
r
a
le

s
d

e
C

h
o

q
u

e
t

•
U

tilisables
avec

n’im
porte

quelle
m

esure
de

confiance
µ,y

com
pris

des
probabilités

"pauvres"(fam
illes

de
probabilité)

•
Effets

de
com

pensation
des

faibles
utilités

parles
fortes

utilités
:

approche
cardinale

•
N

e
respecte

pas
le

principe
de

la
chose

sure

•
R

especte
la

dom
inance

stochastique
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D
é

c
is

io
n

s
o

u
s

in
f
o

r
m

a
tio

n
p

r
o

b
a
b

ilis
te

in
c
o

m
p

lè
te

La
représentation

num
érique

non
bayesienne

de
l’incertain

(induite
par

une
fam

ille
de

fonctions
de

probabilité)
autorise

une
généralisation

de
tous

les
critères.

•
U

tilité
espérée

inférieure
(ou

supérieure)(Schm
eidler):

IN
TÉG

R
A

LES
D

E
C

H
O

Q
U

ET

•
G

énéralisation
du

M
axim

in
etM

axim
ax

:
IN

TÉG
R

A
LES

D
E

SU
G

EN
O

•
G

énéralisation
du

critère
de

H
urw

icz
:pondérerles

utilités
espérées

inférieure
etsupérieure

avec
un

coefficientd’optim
ism

e
(Jaffray).

•
G

énéralisation
du

critère
de

Bernoulli:on
se

ram
ène

à
l’utilité

espérée
en

transform
antles

degrés
d’incertitude

en
probabilités

(Sm
ets)
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Q
u

e
lle

r
è

g
le

d
e

d
é

c
is

io
n

u
tilis

e
r

?
?
?

C
ELA

D
EPEN

D
A

VA
N

T
TO

U
T

D
E

L’IN
FO

R
M

A
TIO

N
D

ISPO
N

IBLE

(TY
PE

D
’IN

C
ERTITU

D
E,TY

PE
D

’U
TILITÉ)

D
E

L’A
TTITU

D
E

V
IS

A
V

IS
D

U
R

ISQ
U

E
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C
ritère

incertitude
utilité

A
ttitude

M
axim

in
ignorance

totale
ordinale

pessim
iste

Lexim
in

ignorance
totale

ordinale
pessim

iste

M
axim

ax
ignorance

totale
ordinale

optim
iste

Lexim
ax

ignorance
totale

ordinale
optim

iste

H
urw

icz
ignorance

totale
quantitative

toutes
(selon

α
)

M
in

R
egret

ignorance
totale

quantitative
pessim

iste

Laplace
ignorance

=+
quantitative

neutre

U
tilité

M
oyenne

ignorance+
quantitative

toutes
(selon

fctutilité)

U
tilité

Pessim
iste

connaissance
incom

plète
graduelle

ordinale
pessim

iste

U
tilité

O
ptim

iste
connaissance

incom
plète

graduelle
ordinale

optm
iste

Sugeno
ordinale

ordinale
toutes

(selon
fctde

plausibilité)

U
tilité

Espérée
R

iche
probabiliste

quantitative
toutes

(selon
fctutilité)

objective
ou

subjective

C
hoquet

probabiliste
au

sens
large

quantitative
toutes

(selon
fctd’utilité

etm
esure

de
plausibilité)

R
ank

dependentU
tilité

R
iche

probabiliste
quantitative

toutes
(selon

fctd’utilité

objective
ou

subjective
ettransform

ation
de

la
probabilité)

Jaffray
probabiliste

au
sens

large
quantitative

toutes
(selon

α
)
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D
’a

u
tr

e
s

a
r
g

u
m

e
n

ts
à

p
r
e

n
d

r
e

e
n

c
o

m
p

te

•
U

tilité
com

pensatoire
/

decision
repétée

?
(EU

,C
hoquet)

•
Propriétés

prescriptives
:transitivité,com

plétude,principe
de

la
chose

sure,
Pareto

•
A

spects
calculatoires

:

–
A

pproches
ordinales

(Sugeno
etlexi-Sugeno)m

oins
cherque

C
hoquetet

m
ieux

adapté
à

une
inform

ation
"pauvre"

–
optim

isation
surles

dom
aines

com
binatoires

∗
m

esure
decom

posable
(U

E
,U

∗,U
∗ )ou

non
∗

principe
de

la
chose

sure

–
décision

séquentielle

68



D
e

c
is

io
n

s
é

q
u

e
n

tie
lle

69



A
r
b

r
e

d
e

D
é

c
is

io
n
































































































70



S
tr

a
te

g
ie





 

 
 

 






















































































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A
r
b

r
e

d
e

D
é
c
is

io
n

P
r
o

b
a

b
ilis

te















P(i|s,pos, forer)


P(s|s,pos,forer)


P(Positif|sonder) :





P(i| pas s, forer)


P(s|pas
s, forer)
























































P(Negatif|sonder) :










P(i|s,neg, forer)


P(s|s,neg,forer)

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U
tilité

e
s
p

e
r
é
e

d
’u

n
e

s
tr

a
te

g
ie

Utilité
Espérée    

UE(S) = 
s

u(s) . p(s)    = 13,2












P(Positif|sonder) :




























P(Negatif|sonder) :
















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A
r
b

r
e

d
e

D
é

c
is

io
n

P
o

s
s
ib

ilis
te

















(i|s,pos, forer)




(s|s,pos,forer)




(Positif|sonder) :








(i| pas s, forer)




(s|pas

s, forer)
























































(Negatif|sonder) :







(i|s,neg, forer)




(s|s,neg,forer)








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U
tilité

p
e

s
s
im

is
te

d
’u

n
e

s
tr

a
te

g
ie











(i|s,pos, forer)




(s|s,pos,forer)




(Positif|sonder) :







































(Negatif|sonder) :













(i|s,neg, forer)




(s|s,neg,forer)



















Utilité
Pes

U*(S) = m
in

s
m

ax(u(s) , 1-
(s)    = 0.5
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P
r
o

g
r
a
m

m
a

tio
n

d
y

n
a
m

iq
u

e












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